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% 1. I N T R O D U C C I O N 
Las leyes del Algebra Vector ia l asociadas al conjunto de los s e g m e n t o s 
dir igidos del plano (o del espac io ) , en conexión con un p roduc to i n t e r i o r , 
pe rmi ten demos t ra r una g ran var iedad d e proposiciones y t e o r e m a s de [a 
Geomet r ía Clásica E u c l i d i a n a , u t i l i z a n d o p r o c e d i m i e n t o s y t é c n i c a s 
r e l a t i v a m e n t e s i m p l e s . 
Desde un p u n t o de v i s t a d i d á c t i c o y pedagóg i co , surge el p rob lema de 
examina r has ta c¡ué p u n t o es posible recuperar g r a n pa r te de l a r s e n a l 
de ideas - f r u c t í f e r a s que p roporc ionaban a o t r a s g e n e r a c i o n e s t e x t o s 
de Geomet r ía M é t r i c a y que hoy por hoy se ha l l an s e p u l t a d o s ba jo los 
escombros de la l l a m a d a " M a t e m á t i c a M o d e r n a ' 1 . 
En las pág inas gue s iguen m o s t r a m o s a t r a v é s de un e jemp lo - la carac-
t e r i z a c i ó n V e c t o r i a l de l O r t o c e n t r o de un t r i á n g u l o — g u e es pos ib le 
escoger u n s e n d e r o , ent re los m ú l t i p l e s e x i s t e n t e s , que i l u m i n a d e 
m a n e r a s i m u l t á n e a var ios aspec tos de una m i s m a s i t u a c i ó n , a l t i e m p o 
gue nos c o n e c t a con u n a r a m a f a s c i n a n t e de la M a t e m á t i c a : £1 A n á -
l is is V e c t o r i a l . 
u 
P R E L I M I N A R E S 
A s u m i r e m o s por par te del lector , conocidas las propiedades esencia les de 
las operaciones suma y mul t ip l i cac ión por un escalar en el con ten to del 
A lgebra Vec to r ia l . S in embargo , haremos un l i s t a d o de el las con el p r o -
pós i to de un i f i ca r la t e rm ino log ía y la n o t a c i o n u t i l i z a d a s a lo la rgo del 
ar t ícu lo . 
U n vec to r en el p lano se r e p r e s e n t a m e d i a n t e un s e g m e n t o d i r i g i do (Fig.1). 
F i g f l ) 
i 
U n vector de origen A y ex t r emo B se s imbo l i za por AB , y cuando no 
es necesario especi f icar los puntos A ^ B por rri u o t r a l e t r a m i n ú s c u l a 
olel a l f a b e t o c a s t e l l a n o con su co r respond ien te f l e c h a e n c i m a . 
iii 
La longitud, módulo o no rma del vector m coincide con la l o n g i t u d del 
segmento A8 de la g e o m e t r í a ana l / t i ca y se des igna por | A B Í ó l c | . 
S i A y B son de c o o r d e n a d a s , y<) , , y * ) , i - e s p e c t i v a m e n t e , 
resu l ta claro que 
i Á B ) = ( A T c f + Í A - y f 
- ( x z - x i f + (ijz-yi)2 
= I c l 2 . 
E l Sentido del vector AB es el de A hacia B y su dirección v i e n e 
indicada por el ángu lo de i n c l i n a c i ó n -J2_ de la r e c t a q u e p a s a por los 
puntos A y B . 
Igualdad. Dos vec to res AB y CD son i gua les Si c o i n c i d e n en l o n g i -
t u d , sen t ido y d i recc ión . E n t a l caso los p u n t o s A , B , C y D s o n los 
vér t ices de u n p a r a l e l o c j r a m o ( F i g . 2 ) . 
Fig.(2) 
iv 
D a d o un vector AB en el plano existe un ónico vector OC igua l a l vector 
A B t a l que el punto 0 coincide con el o r i g e n óe c o o r d e n a d a s . E s t a carac-
t e r í s t i c a f u n d a m e n t a l p e r m i t e e f e c t u a r l a t r a d u c c i ó n analítica, C f i g .3 ) 
ÁB = OC 
= " c 
= ( x . y ) 
D i remos que OC = c es el v e c t o r posición asoc iado a l vec to r Á S . 
A q u í I c I 2 = X2- + y z , t a n = -y / x , x ^ o . 
Suma. D a d o s dos v e c t o r e s AB y EF , s i e m p r e es pos ib le co locar los 
de t a l f o r m a cjue el o r i g e n d e u n o de e l los co i nc i da c o n e l e x t r e m o del 
o t r o ( F i g . 4 ) 
V 
3 
Fig. (4) 
E n t a l caso de-finimos la suma de AB y E F por 
^ B + E F = Á B + B F ' 
= Á F 
De o t ro l a d o si A § = "c « ( x . y ) ; A F ' = ( y ' ) = "3 , u s a n d o 
hechos d e la g e o m e t r í a e l e m e n t a l r e s u l t a 
c-t-cl — (x + x\ y + y') 
= 3" + c , 
Como t a m b i é n es posib le l l e v a r los vec tores A B y E F a u n o r i g e n 
común A la suma v e c t o r i a l no eS o t r a cosa que la c o n o c i d a " L e y 
de l P a r a l e l o g r a m o 1 1 . 
vi 
M u l t i p l i c a c i ó n por un escalar. Dados el v e c t o r c y el e s c a l a r ~K 
( n ú m e r o r e a l ) d e f i n i m o s X c como el vec to r cuya l o n g i t u d es l "Xl 
veces la l o n g i t u d d e C y cuyo s e n t i d o es igua l u o p u e s t o a l d e C 
según sea \ > o o' A < 0 ( Fig. 5 ) . Los vec to res C y X c t i e n e n la 
misma d i recc ión si X ^ O ( s o n p a r a l e l o s ) . 
De la f i g . se desprende que X c = ( X x , . 
<m ^  —^  
Dados los vec tores C - ( x , t f ) , d = ( y ' ) , e =• C XM , y ) y los esca-
lares 0£. , J3 , son v á l i d a s las leyes v e c t o r i a l e s 
( S i ) c + el =• cí + c C c o n m u t a t i v i d a d p a r a la s u m a ) 
(S2.) ( c + d ) + e = " c + ( d + ~ e ) ( a s o c i a t i v i d a d ) 
( 5 3 ) E x i s t e u n vec to r t a l que c + Í7 =: ^ p a r a t o d o v e c t o r ~c. 
( 5 4 ) Para cada C hav un v e c t o r l u t a l que c + co - K¡ 
vii 
E s f á c i l c o n s t a t a r c|ue J j = ( 0 , 0 ) y u> = í - X , - i / ) ; es el vec -
t o r nulo y adop tamos el conven io o¡ue q carece d e d i r e c c i ó n y s e n -
t i d o ; uü es e l opuesto del v e c t o r ~C . 
( M i ) 06 ( Z + cí ) ~ OLc + a c í ( d i s t r i b u í i v i o l a d respecto a ¡a suma 
vec tona I ) . 
( M 2 ) (OC + J3 ) C — OCc + fìc ( d i s t r i b u t ì v i d a d r e s p e c t o a la 
Suma e s c a l a r ) . 
( i v b ) (OLji) c = a í j 3 c ) = J 3 ( a c ) í a s o c i a t i v i d a d r e s p e c t o d e 
la m u l t i p l i c a c i ó n esca la r ) . 
ClVU) 1 c = C . 
d 
L 
c 
Y ' 
- e - j y ' 
Y 
X1 0 X 
Fig.(6) 
El ángulo -9- en t re dos vec to res ~c y d (de o r i gen c o m ú n O ) v iene 
dado por la expresión (Fig. 6 ) 
eos -e- = x x
1 "i- y t f 
( x 1 + ^)i/z(%,z + y 1 ) V z 
vii i 
q u e s e o b t i e n e d e l a i d e n t i d a d 
CoS (<j>i - 4>Z ) = Cos COS <4>Z + S e n Sen 4>z 
E l n u m e r a d o r d e ( * ) es e l producto interior, p r o d u c t o e s c a l a r o 
p r o d u c t o p u n t o d e l o s v e c t o r e s c y d y s e n o t a p o r 
c - d = X X ' + yy 
El p r o d u c t o e s c a l a r g o z a d e l a s s i g u i e n t e s p r o p i e d a d e s : 
( E i ) c d = l c l l 3 l C o s - e -
( E z ) c - d - d • c ( c o n m u t a t i v i d a d ) 
( E 3 ) c C3 + e ) = c • d + " c - " e ( d i s t r i b u í i v i d a d ) 
( E 4 ) c(ot3) = Q L ( c - d ) = c ( a d ) ( h o m o g e n e i d a d ) 
( E s ) c • d 4 I c l l d l ( C a u c h y - S c h w a r t z ) . 
O b s e ' r v e s e q u e I c \ 2 ~ ~c -~c 
D i r e m o s q u e c y d s o n perpendiculares s i -©- = j r / 2 . Po r 
e s o ~c es p e r p e n d i c u l a r a ol s i y s o l o s i "c - d = 0 
D i r e m o s q u e ~C e s p a r a l e l o a d s i h a y u n e s c a l a r J3 ^ o t a l q u e 
c = ( - e = o o' -6- = j t , p u e s Cos - © - = • - i ) . 
ix 
D e d o s v e c t o r e s c y ol no p a r a l e l o s y p e r t e n e c i e n t e s a l p l a n o c a r -
t e s i a n o OX.y d i r e m o s q u e f o r m a n u n a base p a r a el p l a n o . E n lo 
s u c e s i v o h a r e m o s é n f a s i s en el 
T E O R E M A i . S i Z y "3 f o r m a n u n a b a s e p a r a e l p l a n o y e es 
cua lqu ie r v e c t o r no nu lo e n t o n c e s e x i s t e n e s c a l a r e s , J^t. , n o 
s i m u l t á n e a m e n t e nulos t a l e s q u e 
e = i C + J X z d 
Dicho d e o t r o m o d o ; e es u n a c o m b i n a c i ó n l i n e a l d e los v e c t o r e s 
C y "3. 
TEOREMA 2. S u p ó n g a s e q u e C y cí f o r m a n u n a b a s e y c^ue 
a d e m a s se s a t i s f a c e l a i g u a l d a d v e c t o r i a l 
en tonces 
= JA a. = O 
L a base c a n ó n i c a p a r a el p l a n o e s t á f o r m a d a por los v e c t o r e s 
t = H , 0 ) ; j — C 0 , 0 y , v a l e l a d e s c o m p o s i c i ó n ( F i g . 7 ) 
% 
(% ty) = (%,o) + (o,•y) 
= % ( 1 , 0 ) + y ( o ( 1 ) 
= x í + y f 
L o s c o n c e p t o s y p ropos i c i ones p r e c e d e n t e s s e g e n e r a l i z a n s i n d i f i -
c u l t a d a l e s p a c i o e u c l i d i a n o t r i d i m e n s i o n a l . No o b s t a n t e , es b u e n o 
observar que l a d i r e c c i o ' n d e u n v e c t o r e s t á d e t e r m i n a d a por dos á n -
gulos d i r e c t o r e s c u a l e s q u i e r a d e los t r e s p o s i b l e s . ( F i q . 8 ) 
xt 
Ue t r e s vec to res no nu los y n o c o p l a n a r i o s d e l e s p a c i o - t r i d i m e n s i o -
na l a i r e m o s que f o r m a n u n a b a s e . Los vec tores ' l = (4,0,0)J -
(0,-1,0); k = (0,0/1), f o r m a n la base c a n ó n i c a . Subs is ten " t eo remas aná -
logos a los enunc iados a n t e r i o r m e n t e y a d e m a s conv iene r e s a l t a r : 
T E O R E M A 3 . S i C , d y f son vec to res c o p l a n a r e s y C n o es 
paralelo a d , e n t o n c e s f se puede e s c r i b i r c o m o una c o m b i n a c i ó n 
l ineal de c y d , i. e . e x i s t e n e s c a l a r e s , JA?, t a l e s q u e 
f = + . 
Dados los vec to res C - , d = f x ' ^ ' . z 1 ) , e l producto 
vectorial de C y d ( e n ese o r d e n ) es el v e c t o r e^  d a d o por l a - f ó r -
mu la 
VS 
1 A J 
A. 
k 
C X d — X y Z 
y Z1 
V x 
A 
1 - X z 
A 
J + 
X y 
y ^ X ' T: x y 
~ j p roduc to v e c t o r i a l ( c r u z o e x t e r n o ) obedece a l a s s i g u i e n t e s 
reg las : 
xii 
(Vi) c x d = O si y solo si c y d son para le los 
(V2) C * 3 = - o í x ~c ( a n t i c o n m u t a t i v i d a d ) 
(V3) Oí ( c x 3T) = Q¿c x d ^ c x OLd ( h o m o g e n e i d a d ) 
(V4) c * x ( d + f ) = c x d + ( d i s t r i J o u t i v i d a d ) 
( V 5 ) | a x £ T = I S i N t í 2 - ( a - £ ) 2 ( L a g r a n g e ) 
(Ve) c x d 
es perpendicular al plano fo rmado por C y d , i . e . 
( e x d ) - C = 0 , ( c x d )• d = O 
D e C Vs) se i n f i e r e 
l e x 3 ! = \t\IcN Sen-0-
lo cual quiere decir que | cTx cf ¡ representa el área del para le lo-
gramo -formado por C y d ( F i g . 9 ) 
C c 
Fig.(9) 
E l p roducto m i x t o d é l o s vec to res "(T = ( tC ,x ¡ j . z ) ; d = C ^ c \ l j \ x , ) ; 
f = ( tC\ - e n ese o r d e n - es e l n ú m e r o r e a l ( c x d ) ' f , 
X t U 
d a d o por el d e t e r m i n a n t e 
( t * 3 ) - f = 
x y Z. 
X1 l j ' 21' 
* * y " x ' 1 
Es conven ien te d e s t a c a r el c a r á c t e r cíclico de l p r o d u c t o m i x t o a s i , 
( c x d } •? = ( d x f ) - c = ( f x c ) - d . 
U n a de las o p e r a c i o n e s m á s i m p o r t a n t e s del a n á l i s i s v e c t o r i a l 
lo j u e g a el p r o d u c t o 
C X ( ^ Í ) = ( c - ? ) d - Cc-3)? , 
l l a m a d o oloble ( o t r i p l e ) producto vectorial. 
C l a r a m e n t e c x ( d x f ) ^ ( c x d l ^ f ( en g e n e r a l ) 
pues , 
( c x d ) x f = - £ ? x ( * x d ) } 
= - £ C f - d ) c - ( ? • c } 
= ( f c ) d - ( ? d ) t 
i 
§ 2 . D I V I S I O N DE U N S E G M E N T O E N U N A R A Z O N D A D A 
S e a n O, A , B t r e s p u n t o s no a l ineados del espacio t r i d i m e n s i o n a l . 
U n p rob lema clásico de ¡a G e o m e t r í a E l e m e n t a ! , consiste en d e t e r m i n a r 
un punto P per tenec ien te a la línea c¡ue p a s a por A y B , de t a l suer te 
o)ue : 
S i 0 co inc ide con el o r igen del s i s t e m a coo rdenado — gue s u p o n e m o s 
ca r tes iano — y a , ~r, lo , son los vec to res pos ic ión c o r r e s p o n d i e n t e s 
a los puntos A , P ( B , r e s p e c t i v a m e n t e , la r e l a c i ó n ( 1 ) se v e r i f i c a 
s e g ú n la i g u a l d a d v e c t o r i a l 
d o n d e AP_y PB son las d i s t a n c i a s d i r i g i das desde A hac ia P y desde P 
h a c i a B r e s p e c t i v a m e n t e . 
z 
Á P = X P B 
r - a = > ( b - " r ) 
r - a = X b - X r 
7 - a + x b 
1 + x 
_ moi ± nb 
m + n 
( X ^ - 1 ) 
( m - n ) (2) 
Obsérvese Cjue X es posit ivo si los puntos A, P , B soportan la rela-
ción de separación A - P - B , como en la -fie). ) . De otro modo "X 
es negat ivo . Si X = 1 , P es el punto med io del s e g m e n t o A B . 
3 3. CARACTERIZACION DEL ORTOCENTRO DE UN TRIANGULO OAB 
Consideremos ahora el triángulo OAB . (Figs. 2.1 y 2.2) 
o 
Sea P el p i e d e la p e r p e n d i c u l a r b a j a d a d e s d e O a l l a d o A B y 
n o t e m o s por Á B = b - a = t . Para l a f i g . ( 2 . 1 ) y ^ - c < o , 
pero pueden p r e s e n t a r s e o t r a s p o s i b i l i d a d e s . ( F ig . 2 . 2 ) 
3 
Resulta : 
AP _ | 3 I C o s a _ l a i l e i Cos oc _ __ a - e 
PB iìoJ C o s | £ l l ? I C o s J * b - c 
y por e n d e , t e n i e n d o en m e n t e (1) y (2.) '. 
r P = 
( S - c ) 3 - ( c í - £ ) b 
LT b -c - a •t 
c x ( a x H" ) 
c - ( £ - 5 ) 
cT A ( a x É ) 
( 4 ) 
De manera aná loga , si Q y T son los pies d é l a s o t r a s d o s p e r p e n d i -
culares ( Figs. 3 . 1 y 3 . 2 ) 
4 
Los vectores pos i c ión asoc iados son, r e s p e c t i v a m e n t e , 
? — X ( C X - 3 ) - É x (a x & ) { n 1 
^ - r w " i s i z j 
__ a x C-"c X -lo } a X ( a xfc) , r \ 
C t - ¡SI* " Í 3 F - 1 J 
Nuest ro p ropós i t o c e n t r a l es c a r a c t e r i z a r el pun to H d e i n t e r s e c c i ó n 
de las a l t u r a s OP y AGt, , del t r i á n g u l o O A B , d e s d e u n p u n t o d e 
v i s t a v e c t o r i a l . ( F i g . 4 ) 
O 
F i g . ( 4 ) 
Dado que los vec to res f p y r ^ e s t á n l o c a l i z a d o s en el p l ano f o r m a d o 
por a y b , e x i s t e n e s c a l a r e s OCa , 0Cz , no s i m u l t á n e a m e n t e n u l o s , 
t a l e s q u e 
oc-i Pp + ocz r ^ = a 
que corresponde a la suma vectorial derivada del tr iángulo OAH 
Al s u s t i t u i r ( 4 ) y ( 5 ) en ( 7 ) , o b t e n e m o s 
{ .1 c r O 
Lo cual da origen ai s is tema ole ecuaciones lineales 
c b 
I c l 2 
-y 
c-a 
a-i - ocz •&. 1 
b-a 
Icl 0C1 + 0f2 = 0 P 1 
V. 
l l determinante del sistema (9) es 
A le 
c - b 
- c - a 
c r | b 
a • a a • b 
b - b 
r ( a , jo) /. n 
is i2 ' (10) 
donde f (a,ET) denota el determinante de GRAM. (Observación 1 ) 
Del sistema es claro o¡ue 
A a i 
o 
- 1 
a b 
lì? 
a • b 
i £ l 2 (11) 
En consecuencia, la incognita Odi viene d a d a por 
OCi = 
Aoc-i __ lc f l2 a - lo 
A r ( 3 , £ ) 
(12) 
Por últ imo, el vector OH está representado por la -formula vector ial 
E s t o e s , 
o h = oci T> = h P , 
( 1 3 ) 
O B S E R V A C I O N 1 : r ( a / £ ) - l a l M S ì 2 - = ( a x £ ) \ 
7 
es la conoc ida i d e n t i d a d d e L a g r a n g e ; por eso u n a f ó r m u l a m á s 
c a r a c t e r í s t i c a , en v i r t u d d e la s i m e t r í a y de la c o n j u g a c i ó n d e i os 
p roduc tos b á s i c o s de l A l g - e b r a V e c t o r i a l l a p r o p o r c i o n a l a i g u a l -
d a d v e c t o r i a l 
a • b 
l a X £ l s 
ex ( Í X Í ) (14) 
OBSERVACION 2 i Los vectores r^ , ~Tp son no co linea les en vir-
tud de la a f i rmac ión 
fe, X f p ^ 0 
E n e f e c t o , 
Ta X r, I q A -P - - ¡ p í l 12 
d o n d e 0 1 = a X b . 
U t i l i z a n d o d e m a n e r a a d e c u a d a las i d e n t i d a d e s v e c t o r i a l e s , l a 
e x p r e s i ó n e n t r e l l a v e s p u e d e f á c i l m e n t e r e d u c i r s e a i v e c t o r : 
por consiguiente, 
8 
r — r f a . É " ) J -zL 0 
* ~ lei2" d ^ 
( c . t>. (10 ) , (11) , ( 1 2 ) ) 
P R O P O S I C I O N 1. E n todo t r i ángu lo O A B las a l t u r a s O P , A Q , 
3 ? , s e c o r t a n en u n ú n i c o p u n t o H (e l O r t o c e n t r o d e l t r i á n g u l o ) . 
•—w 
C 
F i g . ( S ) 
Hemos v i s to que OP , e n c u e n t r a a AQ e n H . S u p o n g a m o s q u e BT 
i n t e r s e c t a a OP en un p u n t o H ' ^ H . CFig.5 ) 
C a l c u l e m o s en p r i m e r t é r m i n o el v e c t o r BH* a la luz: d e l a f ó r m u l a 
9 
(14) y ole loi c o r r e s p o n d e n c i a . 
a <r 
c f 
Lueao 
BH' = ' ' f i ' t F ( 3 ) x ( - £ x ( - ? ) ) 
I b X C I 
i b x e l 
= _ Í l r - a ) í ( a ^ ) (16 ) 
( 3 
-> + a 
A continuación, introduzcamos las designaciones 
a - IT — *, b • c" == X2. ; — J — — — , a oi 
l a x ^ l 2 
y hal lemos la d i f e r e n c i a 
O H ~~ B H ' - ^ D i C c x c O - A z f ó x S í ) } 
= Í X i c - A z a ) X cí 
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Pero 
X 
Ai c - Aza = b x ( c x a ) = b(bxa) = - b x d 
d xb . 
Por eso, 
O H - B H 1 = " X 3 Í 3 x b ) x d / 
= - (3-"3) b] 
= b ( ! ) (17) 
E s t o e s , 
OB 
B H ' 
B H 1 
H* (absurdo) (18) 
[ A e s t a s a l t u r a s e l l e c t o r s e g u r a m e n t e s e n t i r á n o s t a l g i a p o r l a 
b e l l a \¡ e l e g a n t e d e m o s t r a c i ó n d a d a po r E u c l i d e s , c j ue v e r s a 
sob re la u n i c i d a d d e los p u n t o s NOTABLES d e u n t r i á n g u l o . 
D a m o s n u e s t r a s m á s s i n c e r a s d i s c u l p a s . 
O H - B H * = 
OH - O B = 
BH = 
H = 
11 
H e m o s a s í d e m o s t r a d o : 
T E O R E M A 1 i Las a l t u r a s de t o d o t r i a n g u l o de v é r t i c e s O , 
A, B están c a r a c t e r i z a d a s por la igua ldad vec to r ia l ( 14 ) , donde 
OH = i h p ( o r t o c e n t r o ) , es el punto común a las t r e s a l t u r a s . 
G E N E R A L I Z A C I O N . E n d i m e n s i o n e s sup-e r io res no es p o s i b l e 
asoc ia r con los d o s v e c t o r e s a y b , un t e r c e r v e c t o r a X b 
h a c i a a f u e r a d e l p l a n o g e n e r a d o p o r a y b , de u n a m a n e r a 
g e o m é t r i c a , e s d e c i r , m e d i a n t e u n a c o n s t r u c c i ó n c^ue d e t e r m i n a 
a " a x b " d e m o d o ú n i c o y n o c a m b i a b a j o m o v i m i e n t o s r í g i d o s . 
( ver L 2 3 ) . 
& 4. CARACTERIZACION VECTORIAL DEL BARICENTRO , 
CIRCUNCENTRO E INCENTRO DE UN TRIANGULO OAB 
Por u n p r o c e d i m i e n t o c o m p l e t a m e n t e s i m i l a r a l u t i l i z a d o en e l § 3 , 
e s t a m o s e n c o n d i c i o n e s de p r o b a r las s i g u i e n t e s p r o p o s i c i o n - e s y 
c o r o l a r i o s : 
«i 
P R O P O S I C I O N 4 . 1 . El p u n t o U d e i n t e r s e c c i ó n de las m e d i a t r i c e s 
L1 y Lz , v iene d a d a por la f ó r m u l a 
OU = T3p = í ( a + lo - "ffp) (19) 
12 
donde h p e s el O r t o c e n t r o (F ig . <oS ) 
F i g . í 6 . 1 ) F i g . í 6 . 2 ) 
Demostración *. Obse rvemos p r i m e r o la -f ig. (6.2) . Los v e c t o r e s 
Si y Sz son para le los a los v e c t o r e s Tp y "jv, r e s p e c t i v a m e n t e . Es to 
s ' iqni f ica que ex is ten e s c a l a r e s ó i y ¿>z t a l e s que 
S i = ¿h Tp 
Sz = ¿zTc, 
Además son vá l idas las ecuaciones 
V Ó1?P + j C - B (19.1) 
Upt ¿*r«, - ^ b ( m ) 
Al restar miembro a m iembro (19.1) y (19.2) y sus t i t u i r ( 4 ) y ( 5 ) j 
luego de e fec tuar las operaciones pe r t i nen teS j ob tenemos la com-
b inac ión l ineal ent re los v e c t o r e s 3T y lo dada por 
13 
( U + t - M ò ' + w = * • l m ) 
El s i s t e m a a s o c i a d o c o n (19.3) es 
A 
le i 3 
W ( c a ) 
- W (a ' t ) 
il?!2- v 
(19.4) 
_ J 
c • b 
c • a 
- b • b 
a • b 
rea ,? ) 
I b I 2 I c I2 
De o t r a pa r t e , el d e t e r m i n a n t e asociado con la i n c o g n i t a OCi es 
A i i 
J_ z 
0 
- 1 
a • b 
I b i 5 
1 [ q " b \ M g 5 ) 
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D e (19 .4 ) y ( 1 9 . 5 ) e s c r i b i m o s 
¿1 6 A 
J_ 2 
a • b 
r T 3 7 £ ) 
leí 
F ina lmen te de (19.1) encontramos c¡ue 
^ ía + b ) - ?p 
j- (a + b ) - \ hp 
P R O P O S I C I O N 4 . Z . E l p u n t o I de i n t e r s e c c i ó n de las b i s e c t r i c e s 
ONi v ANs. del t r i á n g u l o O A B , v i e n e d a d o por la f ó r m u l a ( F j g . 7 ) 
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O I = tP = 
/ 
o 
l i ó l a + l a I lo 
t a i + l £ l + l c l 
f 
{ a + b } (20) 
Aquí, 
f = I a t I É I 
(T = l a I + l í f i + es el per ímet ro del t r i á n g u l o O A B . 
Demostración : C o n r e l a c i ó n a l a f i g . ( 7 ) , u n v e c t o r a p r o p i a d o 
en la d i r e c c i ó n y s e n t i d o del v e c t o r O N i , es 
Cu = a + b . ( 2 0 . 1 ) 
A p a r t i r d e l t r i á n g u l o O A I se d e d u c e i n m e d i a t a m e n t e c jue e x i s -
t e n e s c a l a r e s , ~E,z } t a l e s c jue 
3 + j i ( e - a ) = ? * ( a + fc). ízo.z) 
S i a h o r a e m p l e a m o s las d e f i n i c i o n e s 
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La ecuación (20.2) imp l i ca l a c o m b i n a c i ó n l i n e a l 
C-<-ìV, + ~k¡ ) * - * +1)3 ì. - 4 * ='5 (20.4) I ? ! 5 " m i 
Pronpdiendo a c o n t i n u a c i ó n c o m o e n las p r o p o s i c i o n e s ( 4 . 2 ) y (4 .1 ) 
se o b t i e n e el r e s u l t a d o d e s e a d o . 
PROPOSICION 4 . 3 . E l p u n t o G de i n t e r s e c c i ó n de las m e d i a n a s O M i 
y A M 2 de l t r i a n g u l o OAB viene d a d o por !a f ó r m u l a ( F ig . 8 ) 
0 6 - g p = j ( a + 1 ) (21) 
Fig. (8) 
D e m o s t r a c i ó n . A par t i r de la re lac ión ( 2 ) y t o m a n d o "X - 1 se con -
sigue O M i = \ ( a + 1 o ) y A M 2 - 2 ( c ' - a ) . S e a n 
0 6 - JAa OM1 
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\6 = _Az A M z 
Ahora la proposición resulta evidente de la combinación l ineal , 
3 + = ( £ - 2 3 ) 
COROLARIO 1 . Las m e d i a n a s de t o d o t r i á n g u l o d e v é r t i c e s O, A , B , 
sstán c a r a c t e r i z a d a s por la e x p r e s i ó n (21 ) s d o n d e G , el BARICENTRO, 
es el p u n t o c o m ú n a l as t r e s m e d i a n a s . 
C O R O L A R I O 2 . Las b i s e c t r i c e s d e t o d o t r i á n g u l o d e v é r t i c e s O, A , 
B , e s t á n c a r a c t e r i z a d a s por l a e x p r e s i ó n ( 2 0 ) , d o n d e I , el INCEN-
TRO, es el p u n t o c o m ú n a las t r e s b i s e c t r i c e s . 
C O R O L A R I O 3. L a s m e d i a t r i c e s d e t o d o t r i á n g u l o d e v é r t i c e s 0 , 
A , B , e s t á n c a r a c t e r i z a d a s po r la e x p r e s i ó n ( 1 9 ) , d o n d e U , e l CIR-
C U N C E N T R o , es e l p u n t o c o m ú n a las t r e s m e d i a t r i c e s . 
Los c o r o l a r i o s 1>2_y 3 s o n c o n s e c u e n c i a i n m e d i a t a de l as p r o p o -
s i c i o n e s 4 . 1 , 4 . 2 y 4 . 3 . 
C O R O L A R I O 4 . ( E u l e r , 1 7 0 7 - 1 7 f í 3 ) . E n t o d o t r i á n g u l o d e v é r t i -
ces 0 , A , B , los t r e s p u n t o s n o t a b l e s H . G . U , p e r t e n e c e n a u n a 
m i s m a r e c t a y a d e m á s 
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H G = 2 6 U ( 2 2 ) 
En e f e c t o , a p a r t i r d e ( 1 4 ) y (19 ) se o b s e r v a q u e 
g P - h P = 2 ( U p - g p ) 
C O R O L A R I O 5 . S i dos vec to res d e l a t e r n a Up . g p , h p son i g u a -
les, e n t o n c e s Ü p = g p = h p ( F i g . 9 .1 ) 
B 
Fig. (9.1) 
Demostración. O b v i o a p a r t i r de l co ro l a r i o 4 . 
C O R O L A R I O 6 . ( S i l v e s t e r , 1 8 1 4 - 1 8 9 7 ) . E n t o d o t r i á n g u l o el 
vector que v a d e l c i r c u n c e n t r o a l o r t o c e n t r o es i g u a l a l a s u m a d e 
los t r e s v e c t o r e s g u e v a n de l c i r c u n c e n t r o a los v é r t i c e s ( F i g . 9 . 2 ) 
IV 
o 
Ficj. (9.2) 
Demostración. C o n s i d é r e s e el g rupo d e re l ac i ones 
Ü A = a - U p = " Uq 
Ü B = £ - U p = - U t 
Ü O - ~ U p (23) 
Q H = Kp - Up 
K p = a + b - 2 Up . 
(Agradezco a l Profesor E m é r i t o A . Chaves, el haberme comunica-
do el enunciado anter ior hace algún t i e m p o ) . 
C O R O L A R I O 7 . En t o d o t r i á n g u l o de vér t ices 0 , A , B , l a suma 
—¥ ~> —*• . 
d e los v e c t o r e s n¡0 , h«j , h t ( F i g . i O ) e s t a r e l a c i o n a d a c o n la s u m a 
- f 
de los vectores U P , Uq , U t por la i d e n t i d a d , 
c 
Fig. (10 ) 
E u k = 4 E h (Z4) 
d o n d e el índice k r e c o r r e el c o n j u n t o £ p . c j , t } t 
D e m o s t r a c i ó n . C o n s i d é r e s e el g r u p o d e r e l a c i o n e s 
Ü p = \ ( a + b - ) 
U q - \ C c - a - h q ) 
= ± ( £ - 2 ? 
Ü t = - ^ ( - c - b - h t ) 
r 3 - 2 ? - h t ) 
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PROPOSICION 4.4. E n t o d o t r i á n g u l o d e v é r t i c e s O . A . B , los 
v e c t o r e s r p , f t e s t á n e n l a z a d o s c o n l o s v e c t o r e s Ü p , U ^ , 
U-t por las i d e n t i d a d e s : 
r t + r , 
r P + r^ -
2 ü t 
\ z \ z l u r 
• r 
2 u t 
i s i * i e i 2 
• r 
r P + r t - -
2 U q 
la l2 le" 
- r 
( 2 5 ) 
( 2 5 . 1 ) 
( 2 5 . 2 ) 
( r = r ( a , £ ) - l a x £ l 2 - t i l 2 ) 
Demostración. 
r t + r«, a x d — l a I f F * * " 3 
— i £ i 2 a - i a r r í j x d u g ) 
De o t r a pa r te , 
a + b x d = l £ l 2 a - i a l x b - ( a - í ) c 
- lSri2U = a x d + S x d + ( 3 - 1 ? ) ? 
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Lueqo el miembro derecho de (26) se puede escribir asi 
[ a x d + * d - ( a -lo ) c } * ol (27) 
Pero a su vez , 
( a x "d ) x d = - P a 
(S x oí) * cí = - r " E 
l ^ c r hP 
S u s t i t u y e n d o én ( 2 7 ) queda e s t a b l e c i d a ta p ropos i c ión . Análoga-
m e n t e se d e m u e s t r a n ( 2 5 . 1 ) y ( 2 5 . 2 ) . 
Lema 1 
¡2 _ 1 C t2" 
, u p l 4 Sen1/« 
! ( 2 8 ) 
l u t l 
í l a i z 
4 Sen2J$ 
Demostración . Simplifíquese la expresión 
l a u * = i T Í ^ + ' S - K J r 
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v ténqase en cuenta el 
— ^ 
Lema 2. En el t r i á n g u l o 0 A B , con Y agudo, la longi tud de h p es 
c cot r , ( 2 9 ) 
que se obtiene a part i r de 
I h J = 
la • b 
l a • £ 1 
la x £ l 
c | la x~E 
l e 
COROLARIO 8 . 
i Q P i = m q i = l u t i (30J 
Inmediato a oartir déla ley délos senos y de (28) 
D D ™ ^ c J C 1 0 N 4-.5. E n t o d o t r i á n g u l o de v é r t i c e s O , A , B , s i R 
es el r a d i o d e la c i r c u n f e r e n c i a c i r c u n s c r i t a , v a l e l a i d e n t i d a d 
4 R ( T P + r^ + ? t ) - - C l c l z U p t l a r ^ U t + i ^ U c , } (31) 
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Demostración. A l s u m a r lado a l a d o a l a d o las i g u a l d a d e s ( 2 5 ) , 
( 25 .1 ) y ( 2 5 2 ) se l lega a la c o r r e l a c i ó n : 
2 ( ? p + V r t ) = - 2 [ s e n 2 y üp + S e n 2 / u t + Sen^OCUcj} 
Ut i l í cese a h o r a el l e m a 1 j u n t o con la i d e n t i f i c a c i ó n l U p l - R 
para ob tene r ( 3 1 ) . 
PROPOSICION 4 . 6 . En t o d o t r i á n g u l o d e v é r t i c e s O . A , B , es 
v á l i d a la i d e n t i d a d í s u p o n e m o s gue 0L,j3, ¡T son á n g u l o s a g u d o s ) 
el hp - Ibl he, + la I h t = 2 b x d (32) 
y , en particular, 
| C | h p - | S | he, + | a | h t I = Z | b | (33) 
Demostración. C o n s i d e r e m o s el g r u p o d e i g u a l d a d e s 
h c - c x d | h p | - c C o t X 
( A ) r 
a • c 
r 
S - c 
w — y w 
hq - b x d 
h t z a x d 
(B ) Ihal - bCota 
l h t l - a C o t J 3 
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S u m a n a o m i e m b r o a m i e m b r o e n ( A ) se i n f i e r e c¡ue 
P t m t ì C o s t ~ lai fclCosCX he> + l ^ l C o s J B h t } = 2 b * d 
• o 
D e ( B ) \ j a c u d i e n d o a l a l e y d e l o s s e n o s 
l a i _ USI _ l e i 
Sen J3 SenCX Sen ¡T 
:onc luimos 
lo c u a l p r u e b a l a p r o p o s i c i ó n . 
Nota •final. El au to r no t i e n e conoc imien to de l ibros y art ículos a nuestro alcance 
en donde aparezcan cons ignadas las formulas e i den t i dades correspondientes a los 
recuadros (14), H 9 ) , (¿4), (25), (25.^,(25.2), (31 ), (32) y (33). La ca rac te r i zac i ón 
del incentro ( 2 0 ) , se encuen t ra en C 3 l . Doy mis ag radec im ien tos al profesor 
DIEGO CHAVES , quien me proporcionó el t e x t o . 
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